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数学参考答案和评分标准 

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分。在每小题给出的四个选项中，只

 

 

 

有一项是符合题目要求的。

1．【答案】B

【命题意图】本题考查集合的关系，意在考查学生的逻辑推理和数学抽象素养.

【解析】因为 =，所以        ，因此B正确.故选BA BU( )

 

 

2．【答案】D 

【命题意图】本题考查复数的运算，意在考查学生对基础知识的掌握程度. 

【解析】因为  z(1 i) 1+2i ，所以
 

    
  

z
i

(1 i)(1 i) 2 2 2
i

(1+2i)(1 i) 1 3 1 3
，所以

   z
2 2 2 2

1+ 1 i= i
1 3 1 3

，所以 z1+ 在复平面内对应的点在第四象限.故选 D. 

3．【答案】B 

【命题意图】本题考查充分必要条件，并融合函数，数列和解三角形等知识，考查学生

对基本知识的融合和掌握情况. 

【解析】选项 A, a 1时，函数    f x x a x( ) (1 ) 32 2 是偶函数，但函数

   f x x a x( ) (1 ) 32 2 是偶函数，可得  a 1，故 P是 Q 的充分不必要条件；选项 B, 在

△ ABC 中，△ ABC 是等边三角形可得  A B Csin sin sin ，当  A B Csin sin sin 时，△

ABC 是等边三角形，所以 P和 Q互为充要条件；选项 C, 数列 an{ }的前 n 项和

  S n nn 2 3 12 ,可得数列不是等差数列，当数列 an{ }是公差为 2的等差数列时，因为不

知首项，所以数列 an{ }的前 n 项和 Sn
不确定，所以 P是 Q的既不充分也不必要条件；因

为 x 1可得  
x

x 2
1

，当  
x

x 2
1

时，可得 x  0，所以故 P是 Q的充分不必要条件，

故选 B. 

4. 【答案】D 

【命题意图】本题考查计数原理，意在考查学生对日常生活中事物的认知和数学应用的

思想. 

【解析】依题意，由于四条升腾之龙位置可以不同，四条降沉之龙相对位置也可以不同，
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但升腾之龙必须位居第 1，3，7，9位置，降沉之龙必须位居第 2，4，6，8位置，所以

不同的雕刻模型共有 
4 4

4 4A A 种. 

5.【答案】A 

【解析】由图象可知，则
7π π

4 12 3

T
  ，所以 πT  ，又

2π
π,


  2  ； 

所以  ( ) 2 sin 2f x x    过点
7π

( , 2)
12

 ， 

所以
7

2 + 2
12

π π
π

2
k   ，所以

π 7
2

π
π=

2 6
k   ，又 | π|< ，所以

2π

3
   ， 

所以  
2

2 sin(
π

2 )
3

f x x   ， 

当
π π2 3

2 2 2 ,
2 3

π
π π

2
k x k     即  

7 13

12

π

12

π
π πk x k k    Z 时，函数单调递

增.结合选项可知，答案应选 A. 

6. 【答案】C 

【命题意图】本题考查双曲线的几何性质和直线与双曲线的位置关系，意在考查学生的

数学抽象和数学运算能力. 

【解析】设 P，Q 的坐标分别为  1 1,x y ，  2 2,x y ， 

因为线段 PQ 的中点为  1,2 ，所以 1 2 2x x  ， 1 2 4y y  ， 

因为
2

21
1 1

4

x
y  ，

2
22
2 1

4

x
y  ，所以 1 2 1 2

1 2 1 2

( )( )
( )( ) 0

4

x x x x
y y y y

 
    ， 

整理得
1 2

1 2

1

8

y y

x x





，即直线 l 的斜率为

1

8
，所以直线 l的方程为

1
2 ( 1)

8
y x   ，即

8 15 0x y   ． 

7.【答案】B 

【命题意图】本题考查统计图表的认识，意在考查学生对读图，识图，数据收集和数据

处理的能力. 

【解析】对于 A，国六 B阶段比国六 A阶段对 PN颗粒物排放量要求相同，故 A错误；

对于 B，三款车无论以什么样的相同速度行驶，甲车消耗汽油最少，故 B正确；对于 C，

由图象可知，乙车以 80千米/小时的速度行驶 1小时，消耗汽油超过 10升；对于 D，

甲车以 80千米/小时的速度行驶 10km 需要消耗汽油约 1升，故 D错误.故选 B. 
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8. 【答案】D 

【命题意图】本题考查正态分布，意在考查学生对正态分布密度函数的图象与概率分布

的理解. 

【解析】由正态分布密度函数可知， 1 2 2 1(X ) (X )P P ≤ ≤ ，

2 2 3 3( ) ( )P X P X ≥ ≥ ， 1 2 2 3( ) ( )P X P X ≤ ≤ ，

1 1 1 1 1( 2 X 2 ) ( 2 X 2 )i i i i i i i i i iP P               ≤ ≤ ≤ ≤ ，故答案选 D. 

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分。在每小题给出的选项中，有多项

符合题目要求。全部选对的得 5 分，有选错的得 0 分，部分选对的得 2 分。 

9．【答案】AB. 

【命题意图】本题考查解三角形，意在考查正余弦定理的应用和数学抽象素养. 

【解析】因为 2B C ，所以sin sin 2B C ，即sin 2sin cosB C C ,又
3

2
c b  

所以
3

cos
3

C  ，所以
6

sin
3

C  ，由余弦定理可知， 2 2 2 2 cosc a b ab C   ，化简

得到 2 4 3 0a a   ，解得 3a  或 1a  ， 

若 3a  ，故
4

A C


  ，故
2

B


 ，不满足，故 1a  . 

1 1 6
sin 1 2 3 2

2 2 3
ABCS ab C     △ . 

故选 AB. 

10．【答案】AD 

【命题意图】本题考查等比数列的性质，意在考查学生数学运算素养. 

【解析】因为公比为 1q  ，由
2

5 1

4

15,

16,

a a

a a




 




得

4

1 1

3

1 1

15,

16,

q

q

a a

a qa

 







即

2

4 1

4

1 5q

q



，所以

4 24 15 4 0q q   ，解之得
2 4q  ，所以

1 1,

2

a

q





，所以

12n

na ， 2 1n

nS   ，所

以
1

+1 2 1 2 1n

nnS S    ， +1 2n

nS  ，所以 3 3log ( 1) log 2nS n  ，所以数列

3{log ( 1)}nS  是等差数列，对任意的正整数 ,n k ， 2 2 (2 1)2n k n k n

n k nS S 

      ，

所以数列 2 2log ( ) log (2 1)k

n k nS S n     ,因为所以数列 2log ( )n k nS S  是公差为

1的等差数列，故正确的为 AD. 

11．【答案】BCD 
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【命题意图】本题考查平面向量的基本运算，意在考查学生对基本运算和基础知识的掌

握情况. 

【解析】因为向量 (1,sin )a  ， (cos , 2)(0 )  b ，若a//b，则 cos sin 2   ，

这样的 不存在，故 A错误；若 | | | |a b ，即 2 21+sin cos 2   ，所以

2 21+sin 1 sin 2    ，所以 2sin 1  ，所以 B正确；当 3a b  时， 

cos + 2 sin 3sin( )     ，其中
6

cos
3

  ，
3

sin
3

  ，且 +
2


   ，所以

6
sin cos

3
   ，故 C正确; 因为

2
tan

2
   时， cos sin+a b 2 0    ，故

D正确；故选 BCD.  

12．【答案】ABC 

【命题意图】本题考查函数的奇偶性，单调性，对称性等函数性质，意在考查学生的数

学抽象和逻辑推理素养. 

【解析】由 ( )f x 为奇函数， ( ) ( 1)f x f x   ，所以函数 ( )f x 关于直线
1

2
x  对称 

所以 ( ) ( 1) [ ( 2)] ( 2)f x f x f x f x         ，故周期 2T  ，当
1

0
2

x  时，

2( ) log (1 )f x x  ，所以 (1) (0) (2)=0f f f  ，所以 i N ，则
1

( ) 0
n

i

f i


 ；点 

( 1,0) 为 ( )f x 的一个对称中心，所以
2021

2

1

3
( ) log
2 2i

i
f



 ，可得
2021

1011

2

1

3
( ) log ( )
2 2i

i
f



 ，故

选 ABC. 

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分。 

13. 【答案】45 

【命题意图】本题考查二进制数和数学文化想结合的问题，意在考查学生的阅读理解能

力. 

【解析】六十四卦中符号“离卦 ”表示二进制数的 101101，对应十进制数的计算为

0 1 2 3 4 51 2 0 2 1 2 1 2 0 2 1 2 45            . 

14. 【答案】 2 4y x      1y    

【命题意图】本题考查抛物线的几何形状以及直线与抛物线的位置关系. 

【解析】已知直线过点 (0, 4) ，且倾斜角的余弦值为
5

5
，所以正切值为 2，可得直线
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方程为 2 4y x  .联立得方程组
2 2 ( 0)

2 4

x py p

y x

  


 
，可得 2 4 8 0x px p   ，又直线与抛物

线相切，所以 216 32 0p p    ，解得 2p  ，所以抛物线的准线方程为 1y   . 

15.【答案】乙  

【命题意图】本题考查推理与证明，意在考查学生的逻辑推理素养. 

【解析】因为三人中，只有一个人喝酒也只有一个人说的是真话，如果甲说的是真话，

那么乙说的也是真话，得出矛盾的；如果乙说的是真话，那么丙和甲说的都是假话，且

喝酒的是甲或丙，如果是甲喝酒，则有至少两个人说的是真话，如果是乙丙喝酒了，甲

说的是假话，但是丙说的是真话，这是矛盾的；如果丙说的是真话，那么甲说的是假话，

乙说的也是假话，所以喝酒的是乙. 

 

16.【答案】
2 2 5

3


 

【命题意图】本题考查空间几何体的外接球问题，意在考查学生的空间想象能力和数学

运算素养. 

【解析】如图所示，点P 在过直线BC 与平面 ABC 垂直的球的小圆面的圆周上，当点

P 在平面 ABC 的射影为BC 中点时，三棱锥 P ABC 的体积最大。设等边△ ABC 的中

心为
1O ,三棱锥 P ABC 的四个顶点都在球O 上，球O 的体积为 4 3 ，所以外接球的半

径为 3r  ，因为△ ABC 的边长为 2，点 P 在△ ABC 所在平面内的射影恰好在边 BC 上

设为 D ,过O 作OE PD ,垂足为 E ,依题意可知， 1

3

3
O D EO  ,所以

2 2 2 6

3
PE PO EO   , 2 2

1 1

15

3
OO AO AO   ,所以三棱锥 P ABC 体积的最大值

为
2 2 5

3


. 

 
 

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。 

17．（10 分） 

【解析】选条件① 15 120S  ， 
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（1）由题意得 1 15
15

15( )
120

2

a a
S


 

，即 15 15a  ， 

又 1 1a  ，得公差 1d  ，通项公式为 na n ．………5分 

（2）由（1）得
(1 )

2
n

n n
S


 ．可得 

1 2 1 1
2( )

(1 ) 1nS n n n n
  

 
， 

所以
1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 2
=2[(1 ) ( )+ +( )]=

2 2 3 1 1
n

n

n
T

S S S n n n
       

 
.………10

分 

选条件② 5 7 12a a  ，  

（1）由题意得 5 7 1 11 162 4 2a d a da a      ，  

又 1 1a  ，得公差 1d  ，通项公式为 na n ．………5分 

（2）由（1）得
(1 )

2
n

n n
S


 ．可得 

1 2 1 1
2( )

(1 ) 1nS n n n n
  

 
 

所以
1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 2
=2[(1 ) ( )+ +( )]=

2 2 3 1 1
n

n

n
T

S S S n n n
       

 
………10分 

选择条件③ 5 2 3

5 2 2

S S
  ，  

（1）由题意得 5 2 3

2 2

a a
 ，  

又 1 1a  ，得公差 1d  ，通项公式为 na n ．………5分 

（2）由（1）得
(1 )

2
n

n n
S


 ．可得 

1 2 1 1
2( )

(1 ) 1nS n n n n
  

 
 

所以
1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 2
=2[(1 ) ( )+ +( )]=

2 2 3 1 1
n

n

n
T

S S S n n n
       

 
.………10

分 

 

18．（12 分） 

【解析】（1）因为
3

tan
3

A  ，所以
3

cos
2

A  ，………2分 

由余弦定理得 2 2 2 2 cos 7a b c bc A    ，即 2 3 4 0b b   ， 
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所以 4b  或 1b   (舍). ……………5分 

（2）∵
1

3

ABD

ABC

S

S
△

△

，∴
1

2

ABD

ACD

S

S
△

△

， 

∵ CAD BAD  ,∴
1

2

c

b
 ． 

∵ 2a  ，∴由余弦定理得， 2 2 2 3
(2 ) 4 4

2
c c c    ，………8分 

所以，
2 4

5 2 3
c 


，………10分 

∴
21 1 1 2

sin 2
2 2 2 5 2 3

ABCS bc A c   


△ ． 

∴
2 2 2 20 8 3

3 3 395 2 3
ACD ABCS S


   


△ △ ．………12分 

． 

19．（12 分） 

【解析】（1）设“甲至多命中 1次”为事件C ，则 

0 3 1 2

3 3

1 1 1 20
( ) (1 ) (1 )

3 3 3 27
P C C C     ． 

所以，甲至多命中 1次的概率为
20

27
．………4分 

（2）由题意， 0,2,3,5X  ， 0,2,3,5Y  ，………6分 

21 4
( 0) (1 )

3 9
P X     ，

1 1 2
( 2) ( 3) (1 )

3 3 9
P X P X      ， 

21 1
( 5) ( )

3 9
P X    ， 

2( 0) [1 (1 )][1 (1 2 )] 2P Y p p p       ，

2( 2) (1 )[1 (1 2 )] 2 2P X p p p p       ， 

2( 3) [1 (1 )](1 2 ) 2P X p p p p       ，

2( 5) (1 )(1 2 ) 2 3 1P X p p p p       ，………8分 

X  0  2  3  5  
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∴ X 的分布列为 

 

 

Y 的分布列为 

 

 

所以，
4 2 2 1 5

( ) 0 2 3 5
9 9 9 9 3

E X          ，

2 2 2 2( ) 0 2 2(2 2 ) 3( 2 ) 5(2 3 1) 5 8E Y p p p p p p p p           ．………10 分 

(3)∵ ( ) ( )E X E Y ， 

∴
5

5 8
3

p  ，即
5

12
p  ． 

所以， p 的取值范围是
5 1

( , ]
12 2

．…………12分 

 

20．（12分） 

【解析】（1）证明：因为 //DE AC ， //DF BC ， ABC 是等边三角形，所以

60EDF ACB    ,又 2 2AC DE BC DF    ，………4分 

所以 EDF 中，  

由余弦定理可知， 2 22 1 2 1 2 cos60 3EF         ，所以EF DF , 

所以EF BC ．…………6分 

（2）设线段 AC 中点为O，分别连接BO , DO . 

 

∵ ABC△ 与 ACD△ 都是等边三角形， 

∴ BO AC ，DO AC ，即 BOD 就是二面角D AC B  的平面角．由于二面角

P  4

9
 

2

9
 

2

9
 

1

9
 

Y  0  2  3  5  

P  22 p  22 2p p  22p p  22 3 1p p   
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D AC B  是直二面角，因此， 90BOD  。…………8分 

分别以直线OB ，OC ，OD为 x 轴，y 轴和 z 轴，建立如图所示的空间坐标系O xyz ． 

∵ | | 2AC  ， 

∴ (0, 1,0)A  ， ( 3,0,0)B ， (0, 2, 3)E  ，
3 1

( , ,0)
2 2

G ， 

∴ ( 3, 2, 3)BE    ，
3 3

( , ,0)
2 2

EF AG  ． 

设平面BEF 的一个法向量为 ( , , z)x yn ，则 BEn ， EFn ，即 0BE n ，

0EF n ， 

∴

3 2 3 0,

3 3
0.

2 2

x y z

x y

   



 


 

不妨取 3x  得，
3

( 3, 1, )
3

 n ．…………10分 

又 ( 3,0,0)OB  ， 

∴

3 3
cos ,

| | 13 13
3

3

OB
OB

| | OB


   




n
n

n ， 

∴
2

tan ,
3

OB n ． 

由于 ( 3,0,0)OB  是平面 ACDE 的一个法向量，所以，平面 ACDE 与平面BEF 所

成锐二面角的正切值为
2

3
．…………12 分 

 

21．（12分） 

【解析】（1）由函数
2

( ) ln
a

f x x
x

  得，函数 ( )f x 定义域为 (0, ) ，

2

2
( )

x a
f x

x


  ．…………2分 

当a≤0时， ( ) 0f x  ， ( )f x 是增函数． 
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当 0a  时，若0 2x a  ，则 ( ) 0f x  ， ( )f x 是减函数；若 2x a ，则 ( ) 0f x  ，

( )f x 是增函数．…………4分 

综上所述，当 0a≤ 时， ( )f x 是增函数（也可以说成是 (0, ) 上的增函数）； 

当 0a  时， ( )f x 在区间 (0,2 ]a 是减函数，在区间[2 , )a  是增函数．…………6分 

（2）由 ( ) ( )f x g x ，可得 ln 2
2 ex

x x
x x a   ． 

分别设
1

( ) ln 2 ( )
2 2

x
F x x x a a   ≥ ， ( )

ex

x
G x  ，…………8分 

则
1

( ) ln
2

F x x   ，
1

( )
ex

x
G x


  ． 

同（1）可知， min

1 1
( ) ( ) 2

e e
F x F a   ， max

1
( ) (1)

e
G x G  ．…………10分 

由于
1 1 1 1

( )
2 2 ee

a  ≥ ，所以
1 1

2
ee

a   ，即 min max( ) ( )F x G x ． 

当
1

2
a≥ 时， ( ) ( )F x G x ，即 ( ) ( )f x g x ．…………12分 

 

22．（12分） 

【解析】（1）依题意，椭圆的离心率为
2

3
，△ 1 2TF F 的面积最大为2 5 . 

所以

2
2

2

4

2 5

9

b

c
e

a

c


 








…………3分； 

解之得， 2 24, 9c a  ，……5分 

所以椭圆的标准方程为
2 2

1
9 5

x y
  …………6分； 

（2）证明：依题意，直线PQ斜率不为 0， 

设 PQ的方程为 1x ty  ， 1 1 2 2 1 2( , ), ( , )( 0, 0)P x y Q x y y y  ， ( , )M x y ,联立椭圆

方程，

2 2

1
9 5

1t

y

x y

x














， 
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得 2 2(5 9) 10 40 0t y ty    ，………… 7 分 

则 1 2 1 22 2

40 10
, ,

5 9 5 9

t
y y y y

t t

 
  

 
，

 1 2

1 2

4 y y
y y

t


 ，………… 9分 

由 , ,A P M 三点共线可得
1

13 3

y y

x x


 
， 

由 , ,B Q M 三点共线可得
2

23 3

y y

x x


 
， 

两式相除可得
1 2 1 2

2 2 2 1

3 ( 3) ( 2)

3 ( 3) ( 4)

x y x y ty

x y x y ty

  
  

  

1 2 1

2 1 2

2

4

ty y y

ty y y




 

 

 

1 2

1

1 2

2

4
2

1

4 2
4

y y
t y

t
y y

t y
t


 

 


 

，解得 9x  ，…………11 分 

综上所述，直线 AP 与直线 BQ相交于椭圆C 外一点M ，且点M 在定直线

上.…………12分 

方法二：若 l x 轴，不妨设
2 10

(1, )
3

P ,
2 10

(1, )
3

Q  ,则直线 AP 的方程为

10
( 3)

6
y x  ，则直线BP的方程为

10
( 3)

6
y x  ，联立可得，点M 的坐标是

(9,2 10)． 

当直线 l 不与 x 轴垂直时，设直线 l 的方程是 y kx k  ．分别设 1 1( , )P x y ， 2 2( , )Q x y ． 

由方程组 2 2

,

1.
9 5

y kx k

x y

 



 


得，
2 2 2 2(5 9 ) 18 9 45 0k x k x k     ． 

∴
2

1 2 2

18

5 9

k
x x

k
 


，

2

1 2 2

9 45

5 9

k
x x

k





． 

∴ 1 2 1 25 5 9x x x x   ，即
1 2

1 2

12 ( 1) 6 ( 1)

3 3

k x k x

x x

 


 
． 

由条件可得，直线 AP 的方程是
1

1

( 1)
( 3)

3

k x
y x

x


 


，直线BQ的方程是

2

2

( 1)
( 3)

3

k x
y x

x


 


． 
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所以，直线 AP 与直线 BQ上的点的横坐标为9时，纵坐标相等，即此两直线交点M

在直线 9x  上，且点M 在椭圆C 外． 

综上所述，直线 AP 与直线 BQ相交于椭圆C 外一点M ，且点M 在定直线上． 

 

 

 


